
Curve	  fi(ng	  –	  cast	  into	  a	  probabilis5c	  framework	  



Pa;ern	  recogni5on:	  an	  example	  



Linear	  Basis	  Func5on	  Models	  (1)	  

Example:	  Polynomial	  Curve	  Fi(ng	  



Sum-‐of-‐Squares	  Error	  Func5on	  



0th	  Order	  Polynomial	  



1st	  Order	  Polynomial	  



3rd	  Order	  Polynomial	  



9th	  Order	  Polynomial	  



Over-‐fi(ng	  

Root-‐Mean-‐Square	  (RMS)	  Error:	  



Polynomial	  Coefficients	  	  	   



Data	  Set	  Size:	  	  

9th	  Order	  Polynomial	  



Data	  Set	  Size:	  	  

9th	  Order	  Polynomial	  



Regulariza5on	  

Penalize	  large	  coefficient	  values	  



Regulariza5on:	  	  



Regulariza5on:	  	  



Regulariza5on:	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  vs.	  	  



Model	  Selec5on	  

Cross-‐Valida5on	  



The	  Rules	  of	  Probability	  

	  
Sum	  Rule	  

	  
Product	  Rule	  



Probability	  Theory	  

	  
Marginal	  Probability	  
	  
	  
	  
	  
Condi5onal	  Probability	  Joint	  Probability	  

	  



Probability	  Theory	  

Sum	  Rule	  
	  
	  
	  

Product	  Rule	  
	  



Bayes’	  Theorem	  

posterior	  ∝	  likelihood	  ×	  prior	  

Use	  



Probability	  Densi5es	  



Expecta5ons	  



Variances	  and	  Covariances	  



The	  Gaussian	  Distribu5on	  



Gaussian	  Mean	  and	  Variance	  



The	  Mul5variate	  Gaussian	  



Central	  Limit	  Theorem	  	  

The	  distribu5on	  of	  the	  sum	  of	  N	  i.i.d.	  random	  
variables	  becomes	  increasingly	  Gaussian	  as	  N	  
grows.	  
Example:	  N	  uniform	  [0,1]	  random	  variables.	  
	  



Par55oned	  Condi5onals	  and	  Marginals	  



Bayesian	  Inference	  for	  the	  Gaussian	  (1)	  

Assume	  σ	  is	  known.	  Given	  i.i.d.	  data	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ,	  the	  likelihood	  func5on	  for	  
µ	  is	  given	  by	  

	  
	  
This	  has	  a	  Gaussian	  shape	  as	  a	  func5on	  of	  µ 
(but	  it	  is	  not	  a	  distribu5on	  over	  µ).	  



Gaussian	  Parameter	  Es5ma5on	  

Likelihood	  func5on	  



Fi(ng	  normal	  distribu5on:	  ML	  
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Fi(ng	  a	  normal	  distribu5on:	  ML	  

Plo;ed	  surface	  of	  likelihoods	  
as	  a	  func5on	  of	  possible	  
parameter	  values	  
	  
ML	  Solu5on	  is	  at	  peak	  
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Bayesian	  Inference	  for	  the	  Gaussian	  (2)	  

Combined	  with	  a	  Gaussian	  prior	  over	  µ,	  
	  
	  

this	  gives	  the	  posterior	  
	  
	  

Comple5ng	  the	  square	  over	  µ,	  we	  see	  that	  



Bayesian	  Inference	  for	  the	  Gaussian	  (3)	  

…	  where	  
	  
	  
	  
Note:	  
	  
	  



Bayesian	  Inference	  for	  the	  Gaussian	  (4)	  

Example:	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  for	  N = 0, 1, 2 
and	  10.	  



Bayesian	  Inference	  for	  the	  Gaussian	  (5)	  

Sequen5al	  Es5ma5on	  
	  
	  
	  
	  
The	  posterior	  obtained	  aeer	  observing	  N -1	  
data	  points	  becomes	  the	  prior	  when	  we	  
observe	  the	  N 

th	  data	  point.	  



Curve	  Fi(ng	  Re-‐visited	  



Maximum	  Likelihood	  

Determine	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  by	  minimizing	  sum-‐of-‐squares	  error,	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  .	  



Predic5ve	  Distribu5on	  



MAP:	  A	  Step	  towards	  Bayes	  

Determine	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  by	  minimizing	  regularized	  sum-‐of-‐squares	  error,	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  .	  



Bayesian	  Curve	  Fi(ng	  



Bayesian	  Predic5ve	  Distribu5on	  



Curse	  of	  Dimensionality	  



Curse	  of	  Dimensionality	  

Polynomial	  curve	  fi(ng,	  M = 3	  
	  
	  
	  
	  
Gaussian	  Densi5es	  in	  	  
higher	  dimensions 
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